中学校数学における文字式の認識過程モデルの構築 : 記号論的なアプローチから by 服部  泰伸
  
 
 
 
中学校数学における文字式の認識過程モデルの構築： 
記号論的なアプローチから 
 
服部 泰伸 
上越教育大学大学院修士課程 1年 
 
中学校数学における単元「数と式」にお
ける文字式は，他の数学の領域に対して道
具的性質を伴う。そのため単元「数と式」
は領域「図形」や「関数」などの学習に大
きな影響を及ぼす。生徒は文字式に対して
苦手意識をもってしまえば，数学を学習す
ることに難しさが生じるだろう。さらに，
文字式については様々な研究が行われてき
た。例えば，藤井（1992）は数学を言語と
して捉え，児童や生徒の文字式における文
字の理解とミスコンセプションを解明しよ
うとした。また，鈴木（2007）は文字式の
指導における「式を読む」ことの重要性を
まとめた。   
文字式は数学的記号の一部であって，文
字式を使わないと考えることが困難な問題
がたくさんある。例えば，関数や証明など
は文字式を用いることによって問題解決へ
の視野が広がる。文字式があることによっ
て，数学を効率的または多義的に考えるこ
とができる。文字式は表現の一つであり，
文字式の言語性や形式性は数学の抽象性を
反映させている。  
文字式は他者に自分の数学的思考を表現
することや問題解決の際に，効果的な道具
である。しかし，その文字の意味内容は個
人によって異なる場合がある。その意味内
容の差異はどのように生じて，数から文字
へ認識の移行にどのような影響を及ぼして
いるのだろうか。文字式における文字の困
難性として，数を文字に表現を置き換える
難しさや数から文字に至る際に突然現れる
抽象性と形式性がある。文字式においてな
んらかの具体的な数が存在し，生徒はそれ
らを簡潔にまとめようと思考をめぐらせて
文字に置き換える。例えば 2，4，6，8，…
という偶数の集合があり，その偶数の集合
を文字に表そうとする思考過程を経て 2x
や 2n といったように表す。また，数は実際
に存在している対象そのものではない。例
えば，みかん 1 個とりんご 1 個で共通して
いるものは「1」という概念である。しかし，
同じ「1」でもみかんとりんごの大きさや質
などの特徴は違う。物理的対象が異なって
も数としては同じものである。文字式にお
ける文字においても数の代表として表現さ
れるため，文字として表現された途端に数
としての抽象性や形式性が飛躍的に増す。
文字式の困難性を捉えるために，認識にお
いて数から文字へと移行する過程を考察す
る必要がある。   
本研究の目的は，文字式における文字の
認識過程を理論的に整理し，その結果から
文字式の記号論的な認識過程モデルを構築
することである。そのために想定プロトコ
ルで問題意識の焦点化を行い，数に関して
の記号論の先行研究と Saussure の理論を
関連させて考察を行う。  
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1 問題意識の焦点化  
ここで，自身の問題意識を具体的に表す
ために以下のような想定プロトコルを提示
する。  
 
課題  
 一辺の個数が a 個の碁石を並べてでき
た正方形がある。次の図を参考に，いろ
いろな考え方で碁石の総数を求めなさ
い。  
 
図 1 問題意識の焦点化における課題  
 
この場面は，一つの課題に対して二人の
生徒がグループワークを行う。プロトコル
はその課題の問題解決を行っている一部で
ある。なお，プロトコルにおける S は生徒
を表す。生徒を区別する場合は，S の後に
数字をつける。  
 
 S1：こういう感じに区切ってみよう。   
 
 
  
 
 
 
 
S2：そうすると，(5－2)×2＋5×2 とな
って，一個の個数が a 個だから(a－
2)×2＋a×2 となるね。  
 S1：よし。これで完璧。  
 S2：でも，こういう考え方もあるよ？  
 
 
 
 
 
 
 
 
S1：なるほど，くるっと回転させたんだ
ね。  
S1：これは 5×2 ＋(5－2)×2 となって，
a×2＋ (a－2)×2 ということになる
のか。  
S2：さっきのと一緒の考え方でいいのか
な？  
S1：でも (縦の個数の合計 )×2＋ (横の個 
数の合計)×2 って考えるから違うん
じゃない？  
S2：それだとこっち(縦の個数)の a とこ
っち(横の個数)の a って違うもの？  
 S1：えっと…  
 
この場面で，S1 が(a－2)×2＋a×2 と表
したことに対して S2 は 5×2 ＋(5－2)×2
といった考え方があることに気がついてい
る。しかし，両者が同じ考え方でいいのか
分からなくなっている。  
数から文字への置き換えはできているが，
意味理解の視点から見ると，S2 の「でも(縦
の個数の合計 )×2＋ (横の個数の合計 )×2
って考えるから違うんじゃない？」という
発言から文字の意味を理解していない。た
だ単に 5 を a に変えただけであることが分
かる。また，S2 の「それだとこっち (縦の
個数)の a とこっち(横の個数)の a って違う
もの？」という発言から文字の意味は同じ
であるにもかかわらず，別の物として考え
なければならないという状況をつくってい
る。これは文字を「数を入れる箱のような
もの」としてしか考えておらず，その文字
の意味まで考えることができていないこと
図 2 S1 における解答  
図 3 S2 における解答  
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がわかる。このように生徒は文字を用いる
ことができるが，意味の認識まで至ってい
ない。  
 
2．文字と文字式  
2.1 文字と文字式の定義  
 文字式はその文字式に含まれる文字によ
って様々な意味を捉えることができる。こ
こでは，文字式と文字の違いについて明ら
かにする。  
 杜威（1991）は，文字は文字式の世界に
入ってから数の代わりに使うために新しく
導入されたものであり，文字式は数と文字
を計算記号や関係記号やまた（ ）で正し
く結び付けることによって，数量や数量関
係を表すものであると述べている。例えば，
「一本 120 円のジュースを a 本買いました。
代金はいくらか」という問題では，数の代
わりに用いている a が文字であり，代金
120a が文字式である。ここから，文字は数
などの仲介者のような役割をもっていて，
文字式はその文字の意味を表現したもので
ある。  
 杜威（1991）は文字式の構文法を考える
ことについて次のように述べている：  
 
  数の世界で使われてきた数の式に関す
る構文法を，そのまま文字式に適用する
ものと，文字式の世界に入ってから新し
く規定されたものとの 2 つの側面からみ
る必要がある。（p.42）  
 
さらに杜威（1991）は文字式にそのまま適
用するものは小学校で学習した 7＋8や 5－
2 などのような規定であり，文字式の世界
に入ってから新しく規定されるものは以下
の六つのような規定であると主張した。  
 
①計算記号×を省略するか，または・で
代用すること。  
②計算記号÷の代わりに分数の横線を使
うこと。   
③数と文字，数と括弧を掛けるとき，数
を前に書くこと。  
④文字の係数の絶対値は 1 である場合，
その 1 を省略すること。  
⑤一般的に，文字をアルファベット順に
書くこと。  
⑥文字の指数を文字の右上に書き，指数
が 1 である場合，その指数を省略する
こと。（p.45）  
 
これら六つの規定より，数と文字の間には
因果関係があり，数の知識が文字式の知識
に拡張していくことを認識していく。生徒
はこの六つの規定のような数学の「仕組み」
が理解できず，混乱してしまう。この記号
論的な複雑さの中に文字の重要な意味が入
り混じっていて，さらに文字式の困難性を
引き起こす原因となる。  
 
2．2 文字の意味  
 文字式における文字の意味は定数，未知
数，変数の三つがある。杜威（1991）によ
ると，定数というものは「ある決まった数
値」，未知数というものは「決まっている
が，まだその値が分からない数値」，変数
というものは「ある範囲の中で，変わって
いく値」として使用される。  
 杜威（1991）は定数，未知数や変数の間
の相互関係が文字式の学習にかなりの影響
を与えていると次のように述べている：  
 
未知数としての文字は，その値が決め
られているという観点からみれば，それ
が定数としての文字とみることもできる。
例えば，方程式 2x－3＝5 の場合では，そ
の方程式を解く前に，文字 x の値は未知
ではあるが，しかし，その値が他ならぬ，
方程式 2x－3＝5 に満たす数 4 でなけれ
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ばならない。この意味において，この方
程式にある文字 x を未知の定数と呼ぶと
いうことである。  
定数と変数の間にも，相互関係が考え
られる。例えば，長方形の面積を求める
公式 S＝ab において，面積 S が一定であ
るとき，縦の長さが変われば，一定の面
積を保ちながら，横の長さも変わってい
く。このようにして，ある条件を備える
場合では，定数を表す文字は変数ともみ
られる。（p.52-53）  
 
このようにある条件において，生徒は文字
式における文字を定数，一般数もしくは変
数として捉えてしまうために混乱を招いて
しまう。文字を多義的に扱うことができれ
ば，数学の他の領域において柔軟に思考を
巡らすことができる。文字一つ一つの意味
を認識して文字の多義性を区別し，その多
義性を柔軟に考える思考が重要である。こ
のように文字式における文字の意味が多数
存在するという困難性が一方ではある。  
 
3．数学教育学における記号論的認識論の先
行研究  
3．1 Ernest（2006）の研究から  
Ernest（2006）は，数学の教授と学習の
間の本質を数学教育の記号論的視点の立場
から探るために，論理的根拠が求められる
ことを述べている。数学は sign（記号）の
基礎を踏まえた活動であり，数学に sign（記
号）の科学を適用することは有効である。
数学の教授と学習の間の論理的根拠の正当
化は多数の利用する sign（記号）の文脈に
わたって，ある人の sign（記号）の形成，
読むことや解釈のすべての側面を含む sign
（記号）の研究として記号論の役割に基づ
いているため，多数存在する。記号論的視
点の焦点は聞くこと，書くこと，話すこと
などの sign（記号）を活用する数学でのコ
ミュニケーション上にある。コミュニケー
ション活動を通して sign（記号）を具現化
していく。sign（記号）の創作，発言や表
現は代理人のような活動であり，事物を正
確に伝えるためには話すもしくは書くこと
で文章を選び，構成しなければならない。
このような意味では，sign（記号）や使用
される sign（記号）は個人の創造性や創作
のパターンによって内面化や展開され，社
会的規則，意味または文脈に関係する。  
記号論的なシステムの用語で以下のよう
な三つの必要な構成要素がある。  
1）sign（記号）の集合（S）   
2）規則の集合（R）   
3）意味構造の集合（M）   
sign（記号）の集合（S）は言い表されたり，
話されたり，書かれたりなど記号化された
sign（記号）の明示された本性から考慮さ
れている対象や過程の言語要素である。規
則の集合（R）は sign（記号）を創作する
ために，原子的（単一）や分子的（合成物）
の sign（記号）を作ったり，言い表す。つ
まり，sign（記号）の意味を形成するため
の要素である。この規則の集合の中には暗
黙的な規則も存在する。意味構造の集合（M）
は基本的な意味構造を具体化させた sign
（記号）とこれらの意味の関係であり，具
現化された sign（記号）と sign（記号）の
意味の関係を示すための集合である。意味
構造の集合の関係は表現や内容の観点から
見ると，個人的な構成に基づく。  
これら三つの構成要素は数学的構造の解
釈を促進するためにあり，社会的機能など
の役割のような簡略化はできない。また，
数学的理論は数学的実践において明らかに
されているが，記号論的なシステムを完全
に明示的にすることができない。記号論的
なシステムは正式な理論であり，明確な
sign（記号）を作り出す規則をすべて与え
るのは難しいために，理論的に示すことが
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できる可能性はある。記号論的なシステム
の理論は抽象的な理論でもあり，存在して
いる社会的使用から取り除くほど，理論が
簡易化される。しかし，簡易化が成し遂げ
たり，できなかったりした場合でも，基本
的な意味構造は示すことができない。あら
ゆる言語と同じように，簡略化できない暗
黙の知識要素が存在する（Ernest，2006）。  
sign（記号）を作り出す規則はほとんどが
暗黙であって，生徒が社会的実践から記号
論的なシステムの妥当性や使用を見ること
によって学習される。記号論的なシステム
は教室の実践での授業展開や新しい対象を
作り出したり，表現したりする過程の中で
大抵存在する。  
 
3．2 Godino ら（2010）の研究から  
 文字式の困難性を考える上で，数につい
ての知識が必要である。数は生活やコミュ
ニケーションを行う中で重要な道具であり，
初等教育の段階から学んでいる。しかし，
私たちがいつも使っている数字はただの
「記号」にすぎない。数字だけでは意味を
もつことができなく，第三者によって意味
を与えなければならない。1，2，3，…など
のような数字もまたその数字の記号の内容
にある考え方をどのように定義するかによ
って意味が変わっていく。例えば，数字の
4 が何を意味しているのか伝えたいならば，
4 本のチョーク，4 本の指，4 人，4 脚の椅
子などのように 4 の集合の例を表現する。
ある対象が存在し，その順序数を表現する
ことにより数，数字もしくは数詞となる。
Godino ら（2010）はある対象の記数法に
ついて，特別の言語の資源，手続き，特性，
概念，正当化を使用することにより数字と
して表現できると述べている。これら五つ
を使用することにより対象物や集合の濃度
を説明することができる。   
数字のような「記号」に対して意味を結
び付けるために用語に定義を関連させるこ
とが必要である。つまり，表現と内容の間
に相互連関があって，その相互連関の中で
内容が先に存在する。また，Godino ら（2010）
は記号論的なシステムについての概念を導
入している。  
彼らは，記号論的なシステムについて次
のように述べている：  
 
相対的配置について構成要素である対
象を関連付ける記号論の機能のネットワ
ークを含む同じ間で確立される説明過程
に加えて，実践のシステムにおける介入
して新しく生まれ出る対象の構成によっ
て形成されたシステムである。（p.255） 
 
実践のシステムは数学的実践において記号
を使用する人々，または数学的実践におけ
る文化や社会のような環境によって決定す
るため，記号論的なシステムもまた記号を
使用する人々や制度によって決まる。した
がって私たちが記号と意味を結び付けると
き，相互に作用するコミュニケーションに
おいて文化的，社会的な影響が関与してく
る。数字に意味付ける構成要素の中には，
概念的，命題的および論争的な対象の言語
要素が含まれている。  
また，私たちは記号に意味を結び付ける
ために用いる暗黙の規則が存在する。その
規則は言語対象，概念，手続き，定理とい
った記号論的な機能である。この四つの暗
黙の規則は第 3．1 節で述べた記号論的なシ
ステムの三つの要素である sign（記号）の
集合（S），規則の集合（R），意味構造の
集合（M）に従って説明されたものである。
Godino（2010）は言語対象，概念，手続き，
定理の四つを分析することが存在論的な記
号論的複雑さに関しての困難を理解するこ
とができると述べている。  
文字式における文字は数の場合と同様に
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して文字の意味を定義することができると
思われる。すなわち，文字式における文字
は数の概念を拡張することによって存在し，
意味を成すことがわかる。  
 
4．「signifiant」と「signifie」                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                      
 生徒の文字式に対する記号論的な認識過
程の解釈を得るために，Saussure の理論で
ある「signifiant」と「signifie」のアプロ
ーチを用いる（以下「signifiant」を能記，
「signifie」を所記と呼ぶ）。能記とは表現
のことを意味し，所記とは能記によって表
されたり，意味される概念や意味内容のこ
とである。つまり記号表現が能記で，記号
内容が所記である。例えば，能記は空とい
う言葉の「空」という文字や「そら」とい
う音声のことを言い，もう一方で所記はこ
の能記によって意味や表現された「空」と
いうイメージや概念のことを指す。この例
から分かるように「能記」と「所記」はお
互い切り離せない関係である。Saussure は
能記と所記からなる記号の二面をそれぞれ
聴覚映像と概念と呼んだ。そして図 4 のよ
うに示しながら一つにはその二項がいずれ
も心的な存在であること，二つにはその二
項が不可分離であり，相互依存関係におか
れることを述べている（丸山，1991）。  
       
 
 
 
 
 
 
    
 
図 4 記号の二面性  
 
Saussure の考え方によると，話し手と聞
き手が存在し，話し手が発した音を聞き手
が受け取り，その聞き取った音を概念化す
る。しかし，文字式における文字を音のイ
メージから概念へと変換することは難しい。
文字式における文字はほとんどが表記する
ことによって伝えられる。そこで本研究に
おいては聴覚映像を無視しないまでも，表
記された文字について着目していく。  
 これらの先行研究に基づいて，能記と所
記を関連させて構造化を行う。記号論的な
システムの三つの構成要素において，sign
（記号）の集合（S）が記号表現（能記）で
あり，意味構造の集合（M）と規則の集合
（R）が記号内容（所記）である。この規
則の集合（R）はその記号内容と記号表現
を結び付けるための決まりである。能記と
所記の結び付きは恣意的であるために，こ
の規則の集合（R）は記号表現と記号内容
を結び付けるための決定的な役割を果たし，
言語対象，概念，手続き，定理といったよ
うな暗黙の規則が働く。  
 以上のことを整理すると，記号論的な認
識過程モデルは図 5 のようになる。  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
図 5 記号論的な認識過程モデル  
 
5．想定プロトコルにおける分析  
 ここで第 1 節のプロトコルとは別に，新
たに想定プロトコルを作り，図 5 のモデル
を用いて分析を行う．想定プロトコルで扱
概念（所記）  
 
聴覚映像（能記） 
意味構造   規則の  
の集合（M）   集合（R） 
 
sign（記号）の集合（S）  
記号内容（所記） 
記号表現（能記） 
精神的  
  感覚的  
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う授業の問題は以下の通りである．  
 
問題  
 3つの続いた偶数の和は 6の倍数になる。 
 このわけを，文字を使って説明しなさい。 
              （東京書籍） 
 図 6 想定プロトコルにおける問題  
 
この場面は，問題の考え方から証明の仕
方を考える．プロトコルは教師と生徒が問
題解決を行っている場面からである．プロ
トコルにおける T は教師を表し，S は生徒
を表す．生徒を区別する場合は，S の後に
数字をつける．  
 
T：3 つの続いた偶数とは，例えばどのよ
うな数ですか？  
S1：2，4，6。  
S2：18，20，22 とか。  
T：そうですね。それでは，その 3 つの続
いた偶数の和は 6 の倍数になるか確
かめてみましょう。  
S1：えっと。2，4，6 の場合は 2＋4＋6
＝12 となるから 6 の倍数になるね。 
S2：18，20，22 の場合は全部足すと 60
になるから 6 の倍数だ。  
T：この結果から 3 つの続いた偶数の和は
6 の倍数になりそうだということが
分かりました。それではこのわけを，
文字を使って説明してみましょう。  
S2：まず偶数を文字に表してみよう。  
S1：偶数というのは 2 の倍数だから 2n
ってなるのかな。  
S2：うん。  
S1：ということは，3 つの続いた偶数の
和は 2n＋2n＋2n と表せるね。  
S2：おれは 2n＋(2n＋2)＋(2n＋4)と表し
たよ。  
S1：えっ。どうして 2n＋(2n＋2)＋(2n＋
4)ってなるの？  
S2：だって，2n＋2n＋2n って表したら
「3 つの偶数の和」になるじゃん。
例えば，4＋4＋4とか 6＋6＋6とか。  
S1：たしかに。  
S2：この問題は「3 つの続いた偶数の和」
だから，最初の数から 2 つずつ増え
ていかなきゃいけないんだよ。  
S1：なるほど。そうすると 2，4，6 の場
合だと 2 が 2n，4 が 2n＋2，6 が 2n
＋4 になるんだね。  
S2：その通り。そしてこの 2n＋(2n＋2)
＋(2n＋4)を全部足すと…。  
S1：2n＋ (2n＋2)＋ (2n＋4)＝6n＋6。そ
れで 6(n＋1)となるから 6 の倍数に
なるんだね。  
 
この想定プロトコルを図 5 の理論を用い
て分析を行う。最初の段階で，T が「3 つ
の続いた偶数とは，例えばどのような数で
すか？」という発言に対して，S1 と S2 は
それぞれ「2，4，6」，「18，20，22」と
表している。この場面で，「3 つの続いた
偶数」という内容に，手続きという規則が
働いて「2，4，6」，「18，20，22」と表
現した。つまり，「3 つの続いた偶数」が
記号内容であり，「2，4，6」，「18，20，
22」が記号表現である。  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
3 つの続いた  手続き  
偶数  
 
「2，4，6」「18，20，22」 
記号内容（所記） 
記号表現（能記） 
図 7 対象から具体的な数への認識過程モデル  
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さらに，3 つの続いた偶数の和が 6 の倍
数になることを確かめるために上述の記号
表現を用いて演算操作を行っている。  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
次に S2 の「偶数を文字に表してみよう」
という発言から，S1 は「偶数というのは 2
の倍数だから 2n ってなる」と述べている。
ここで偶数という集合があって，その偶数
は 2 の倍数であるという概念が働き，2n と
表した。偶数という記号内容から 2n という
記号表現に表す前に，偶数は 2 の倍数であ
ることを記号内容と記号表現の間に取り入
れていることが分かる。  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
S1 は 3 つの続いた偶数の和を「2n＋2n
＋2n」と表現した。しかし，S2 はそれを誤
りだと指摘し，「2n＋ (2n＋2)＋(2n＋4)」
と表現した。S1 は 3 つの続いた偶数の和を
「偶数が 3 つ続いている」と解釈したため
に「2n＋2n＋2n」と表し，S2 は 3 つの続
いた偶数の和を「3 つ続いている偶数」と
解釈したので「2n＋(2n＋2)＋(2n＋4)」と
表したことが考えられる。つまり，S1 は文
字から文字へと表現を置き換えていて，S2
は具体的な数から文字へと表現を置き換え
ていることが分かる。S1 は置き換えができ
ているものの，置き換えた文字の内容まで
は理解できていない。  
S1 と S2 の認識過程モデルを表現すると
図 10，図 11 のようになる。  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
偶数の集合  2 の倍数  
 
 
2n 
記号内容（所記） 
記号表現（能記） 
記号内容（所記） 
偶数が 3 つ  偶数＋偶数  
続く        ＋偶数  
 
2n＋2n＋2n 
記号表現（能記） 
記号内容（所記） 
3 つ続いて  18＋20＋22      
いる偶数    
 
2n＋(2n＋2)＋(2n＋4) 
記号表現（能記） 
2＋4＋6     計算  
18＋20＋22 
 
「12」「60」  
記号内容（所記） 
記号表現（能記） 
図 8 演算操作から演算結果への  
認識過程モデル  
図 9 偶数の集合から文字への認識過程モデル  
図 10 S1 における数の式から文字の式への  
認識過程モデル  
図 11 S2 における数の式から文字の式への  
認識過程モデル  
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図 11 から，文字は数の延長として表現さ
れていることが分かる。同時に文字の意味
をしっかりと捉えなければいけない。S2 は，
文字は数として扱っていることや文字の意
味について理解している。  
 次に S2 の「この 2n＋(2n＋2)＋(2n＋4)
を全部足すと」という発言から 3 つの続い
た偶数の和は 6 の倍数になるかどうか求め
た文字式から導こうとしている。S1 の発言
である「2n＋(2n＋2)＋(2n＋4)＝6n＋6。そ
れで 6(n＋1)となるから 6 の倍数になる」
より，「3 つの続いた偶数の和（2n＋(2n＋
2)＋ (2n＋4)）」が記号内容であり，「6(n
＋1)」が記号表現である。ここで 6(n＋1)
は 6 の倍数であるという暗黙の規則が働い
ている。  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
6．まとめと今後の課題  
本稿は，杜威（1991）の研究から文字式
と文字の意味や構造をまとめ， Ernest
（2006）と Godino ら（2010）の先行研究
と Saussure の理論を組み合わせた理論と
認識過程モデルを示した。   
 今後の課題は本稿で示した記号論的な認
識過程モデルをより明確に示すことである。
そして数から文字へと移行の過程の際に，
どのような困難が生じているのか考察する。
その方法として生徒に対してインタビュー
を行い，数に関しての記号論の先行研究と
Saussure の理論を用いて分析をし，生徒の
文字式における文字の記号論的な困難性を
明らかにする。  
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